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Discretization of reaction diffusion systems without
subtraction and stabilities of their equilibrium solutions











































= Du∆u+ f1(u, v)− ug1(u, v)
∂v
∂t
= Dv∆v + f2(u, v)− vg2(u, v)
(1)
の離散化について考える. ただし, u = u(t, x), v = v(t, x), t ≥ 0, x ∈ Rd, Du, Dv > 0, ∆






= f1(u, v)− ug1(u, v)
dv
dt











s, vs)− vsg2 (us, vs)
が得られる. ただし, s ∈ Z≥0 であり, δ > 0は時刻 tに対する差分刻みである. この差分方程
式系に対して非負の初期条件を与えたとき, 差分刻み δ の値によっては必ずしも非負の解が得
られるとは限らない. これは (2)の場合と異なる状況である. 実際に, (2)に対して非負の初期









1 + δg1 (us, vs+1)
vs+1 =
vs + δf2 (u
s, vs)
1 + δg2 (us, vs)
(3)
が得られる. 実際に (3)の右辺を δ = 0のまわりで Taylor展開すると





)− usg1 (us, vs+1)}+O (δ2)









= f˜1(u, v)− g˜1(u, v)
dv
dt







us + δg˜1 (us, vs+1)
us
vs+1 =
vs + δf˜2 (u
s, vs)
vs + δg˜2 (us, vs)
vs
が得られるが, g˜1 および g˜2 の関数形によっては (us, vs) ≡ (0, 0)という元の常微分方程式系
にはない平衡解が得られることもある.
2.2 反応拡散系の減算のない離散化

























を用いて拡散項の効果を取り入れる. ただし, n ∈ Zd, a, b ≥ 0であり, ek ∈ Zd は第 k 成分が
































を考える. (4)に対して連続極限 : δ → +0を施すことで, (1)が得られる. 実際に, (4)の右辺
を δ = 0のまわりで展開すると,











)−ma (usn) g1 (ma (usn) , vs+1n )}+O (δ2)
vs+1n = mb (v
s

































= Du∆u+ f˜1(u, v)
∂v
∂t




us+1n = f˜1 (u





vs+1n = f˜2 (u
















とすることで, この方程式に連続極限 : δ → +0を施すと (5)が得られる.


















, p, q ∈ Z>0
を用いても連続極限 : δ → +0を施すことで (1)が得られる偏差分方程式系が得られる. 筆者
はこれまでの研究で, 拡散項をここで挙げた離散化を用いることで反応拡散系 Gray-Scottモ





本節では, (1)および (4)それぞれの平衡解の安定性, 特に線形安定性および d = 1とした場
合の Turing不安定性の関連について議論する. ここで, (1)および (4)の平衡解とは (u, v)ま
たは (usn, vsn)がそれぞれ定数関数となる解 (u∗, v∗)のことであり, それぞれの平衡解は完全に
一致し, {
f1 (u
∗, v∗)− u∗g1 (u∗, v∗) = 0
f2 (u
∗, v∗)− v∗g2 (u∗, v∗) = 0
を満たす.
3.1 (1)の平衡解の安定性について
まず, 平衡解 (u∗, v∗)の (2)における線形安定性および (1)における Turing不安定性につい










f∗1,u − g∗1 − u∗g∗1,v f∗1,v − u∗g∗1,v










となる. ただし, f∗1,u = ∂uf1 (u∗, v∗) , f∗1,v = ∂vf1 (u∗, v∗) , f∗2,u = ∂uf2 (u∗, v∗) , f∗2,v =
∂vf2 (u
∗, v∗) , g∗1,u = ∂ug1 (u
∗, v∗) , g∗1,v = ∂vg1 (u
∗, v∗) , g∗2,u = ∂ug2 (u
∗, v∗) , g∗2,v =
∂vg2 (u
∗, v∗) , g∗1 = g1 (u
∗, v∗) , g∗2 = g2 (u
∗, v∗)とする.
平衡解 (u∗, v∗)の (2)における線形安定性は行列 A = (Aij)i,j=1,2 の固有値の実部によって
以下のように判定できることが知られている.
1. Aのすべての固有値の実部が負のとき, 平衡解 (u∗, v∗)は線形安定.
2. Aの固有値で実部が正のものがあるとき, 平衡解 (u∗, v∗)は不安定.
1.の場合が成り立つ条件は Aの固有方程式, 即ち 2次方程式のすべての解の実部が負になる条
件なので,
trA < 0 (6)
detA > 0 (7)
であることが分かる.
また, (2)の平衡解 (u∗, v∗)が線形安定であるとし, (1)を平衡解 (u∗, v∗)のまわりで線形化
した方程式系に対して,






















が得られる. これより, ωκ は Aˆの固有値であり, κに対応する空間的振動を表す. ωκ の実部が
正となるものがあれば, 平衡解 (u∗, v∗)が (2)において線形安定であっても不安定化すること
を意味している. この現象は Turing不安定化と呼ばれる. ここで,
trAˆ = trA− κ2 (Du +Dv) , Du, Dv > 0
であり, 平衡解 (u∗, v∗)は (2)において線形安定であるので trA < 0であることから, trAˆ < 0
となり, Turing不安定化が起きる条件は det Aˆ < 0を満たす κが存在することであると分か
る. さらに, このような κが存在する条件は, σ := Du/Dv として,
det Aˆ = DuDvκ








4σ detA− (A22σ +A11)2
4σ
となることから, σ > 0より,
4σ detA− (A22σ +A11)2 < 0
であり, Turing不安定化が起きるか否かは拡散定数の比 σ が重要になっていることが分かる.
3.2 (3)の平衡解の線形安定性について













































が得られる. また, 線形化を行う際に平衡解 (u∗, v∗)が満たす関係式を用いている.
平衡解 (u∗, v∗) の (3) における線形安定性は微分方程式の場合と同じように行列 B =
(Bij)i,j=1,2 の固有値で判定できるが, 差分方程式の場合は固有値の絶対値によって以下のよう
に判定できることが知られている.
1. B のすべての固有値の絶対値が 1より小さいとき, 平衡解 (u∗, v∗)は線形安定.
2. B の固有値で絶対値が 1より大きいものがあるとき, 平衡解 (u∗, v∗)は不安定.
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1.の場合が成り立つ条件は B の固有方程式即ち 2次方程式のすべての解の絶対値が 1より小
さくなる条件なので,
1 + trB + detB > 0 (8)
1− trB + detB > 0 (9)
detB < 1 (10)
であることが分かる. (8)と (9)の 2つの条件は trB の符号によって一方が他方に包含されて
しまう条件であることを注意しておく.
さらに, (2)の平衡解 (u∗, v∗)の線形安定性の条件と (3)のそれとの対応については,
1− trB + detB = δ
2 detA
(1 + δg∗1) (1 + δg
∗
2)











(1 + δg∗1) (1 + δg
∗
2)
となることと (1 + δg∗1) (1 + δg∗2) > 0から, (9)は (7)と一致しており, (10)は差分刻み δ が
小さくなるほど (6) と近い条件となる. また, 差分刻み δ が十分小さいとき trB > 0 となり,
(9)を判定するだけで十分である.
3.3 (4)の平衡解の Turing不安定性について




n) = (c1 (λκ)
s






























が得られる. 3.1節と同じように λκ は Bˆ の固有値であり, その絶対値が 1より大きいものが
あれば, 平衡解 (u∗, v∗)が (3)において線形安定であっても不安定化することを意味している.
det Bˆ =
(a+ 2 cosκ) (b+ 2 cosκ)
(a+ 2)(b+ 2)
detB, −1 < (a+ 2 cosκ) (b+ 2 cosκ)
(a+ 2)(b+ 2)
< 1
であり, 平衡解 (u∗, v∗) は (3) において線形安定だったので detB < 1 であることから
det Bˆ < 1となる. したがって, Turing不安定化が起きる条件は 1 + trBˆ + det Bˆ < 0または
1− trBˆ + det Bˆ < 0を満たす κが存在することであると分かる.




























−4δ (αA22 + βA11) + 4δ2F














)− (f∗1,u − u∗g∗1,u) (f∗2,v − g∗2 − v∗g∗2,v)}
−β (f∗2,v − v∗g∗2,v) (f∗1,u − g∗1 − u∗g∗1,u)
である. 1− trBˆ+det Bˆ は ηの 2次式であり, 差分刻み δを 0に近づけると ηの 1次の係数は
符号を負に保ちつつ 0に近づく. 0 ≤ η ≤ 1の範囲で負になるような κが存在すれば Turing
不安定化が起きるので, δ が十分小さいときに次の条件：{−2δ (αA22 + βA11) + 2δ2F



















を満たせば Turing不安定化が起きることが分かる. さらに, α/β = σ(= Du/Dv)に注意する
と, 差分刻み δ が小さくなるほどこの条件は (1)の平衡解 (u∗, v∗)に Turing不安定性が起き
る条件に近い条件となる. また, 差分刻み δ が十分小さいとき 1 + trBˆ + det Bˆ > 0 となり,
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